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Astronomische Sonnenscheindauer

I Die einfache Variante

1. Néherungen: Die Erde bewegt sich auf einer Kreisbahn (recherchiere im Internet: grofie und kleine
Halbachse: a, b)
Berechne den mittleren Abstand (a + b)/2 = 744 (@ — 740 )/a in Prozent Die Sonne wird als Punkt
angenommen (Auswirkung auf Sonnenauf- und Sonnenuntergang)

Erdbahn

2. Sei n der n-te Tag im Jahr. Berechne 8 in Abhéngigkeit von n !

360°
365

B=(n—172)-

3. Die Erdachse bildet mit der Ekliptik einen Winkel von oy = 66, 5° ! Bestimmen Sie die Koordinaten
des Vektors € im angegebenen Koordinatensystem !

—

m = (cos ap|0] sin ap)

4. Bestimmen Sie die Koordinaten des Vektors €g im angegebenen Koordinatensystem !

€s = (cos ] sin 5|0)

5. Berechnen Sie den Winkel o zwischen den Vektoren €r und €g !

a(n) = arccos(cos ag - cos f(n))
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6.

10.

Wir betrachten nun ein neues Koordinatensystem, in dem die Sonne in 73 steht !
F A

Jeder Punkt der Erdoberfliche dreht sich in diesem Koordinatensystem téglich einmal auf ei-
nem Kreis um die z-Achse herum. Genau um 12 Uhr Mittag (Ortszeit) durchquert er 73 . Die
Koordinatendarstellung von €s in diesem KS ist :

€s = (sin a|0] cos a)

Wir betrachten nun einen beliebigen Punkt P (mit geografischer Breite ¢ und Linge w) . wie lautet
der Einheitsvektor vom Erdmittelpunkt durch P:

€p = (cos ¢ cosw| cos ¢ sinw| sin @)

Falls der Winkel v = 90° geht die Sonne in P unter. w ist daher die Zeit zwischen Mittag
und Sonnenuntergang, wobei 2w 24 Stunden entsprechen. Die Zeit zwischen Sonnenauf- und
Sonnenuntergang ist daher 2 - w ! Also:

€p-€s=0=w

Geben Sie nun die astronomische Sonnenscheindauer T4 als Funktion von ¢ und n an:

24
T4 = — arccos (— tan ¢ cot a(n))
™

Fir a(n) ist natiirlich obige Formel einzusetzen. Wir kénnen nun diese Formel in Geogebra (mit
Schieberegler fiir ¢ und n) veranschaulichen!
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IT Die genauere Variante

Wir weichen jetzt von der gleichgdrmig durchlaufenen Kreisbahn der Erde ab und beriicksichtigen die
elliptische Bahn, die Sonne ist in einem Brennpunkt - es existiert ein Perihelion und Aphelion. Allerdings
beriicksichtigen wir keine Periheldrehung(0,3 Grad pro Jahrhundert). Das Perihel liegt in den néichsten
hundert Jahren am 2. Jénner. Auflerdem zeigt die Erdachse auf der Nordhalbkugel auf Polaris - was sich
ebenfalls langsam #ndert, da die Erde einen Kreisel darstellt auf dem die Sonne ein Drehmoment ausiibt
(Prézession eines Kreisels).

Bevor wir zu rechnen beginnen ein paar Vorbemerkungen:

Die Sonnenzeit (zum Unterschied von UTC oder nach welchen Konventionen sich die Zeiger der Uhren
auch drehen) orientiert sich an der Dauer der scheinbaren Umdrehung der Sonne um die Erde. Natiirlich
wére es niitzlich, wenn die Zeiger der Uhren auch mit der Sonne verkniipft wéaren:

12 Uhr sollte irgendwie mit “High Noon” (Sonnenhdchstand) korespondieren.

Dies wird dadurch erreicht, dass man am Himmelsdquator eine gleichférmig umlaufende Sonne annimmt
(“Mittlere Sonne”, “Mean Sun”), die in den Aquinoxen mit der 1. fiktiven Sonne (in der Ekliptik
gleichférmig umlaufende Sonne, die in Perihel und Aphel mit wahrer Sonne iibereinstimmt) {ibereinstimmt.
Einen Umlauf der Mittleren Sonne definieren wir als genau 24 Stunden. Greifen auf der Erde jeden 15-ten
Meridian heraus und wenn die Sonne dort ihren Hochststand erreicht, ist es 12 Uhr Mittags auf unserer
Uhr. (Ausnahmen: Sommerzeiten (z.B.: CEST = Central Eurapean Summer Time), nicht beriicksichtigt
sind hier auch die Gezeitenkréfte von Mond und Sonne, die den Umlauf der Erde langfristig einbremsen).
So das zeigen unsere Uhren an.

Als wahrer Sonnentag wird die Zeitdauer zwischen zwei Meridiandurchgéingen der Sonne bezeichnet, lax
ausgedriickt also “von Mittag zu Mittag”. In Wahrheit spiegelt sich in dieser Bewegung nur die Drehung
der Erde um sich selbst. Weil allerdings im Laufe eines Tages die Erde auch einen betrachtlichen Teil
ihres Umlaufs um die Sonne zuriicklegt, dauert eine vollstindige Erddrehung beziiglich der Sonne l&dnger
als eine vollstindige Drehung beziiglich der Sterne. Daher ist ein wahrer Sonnentag auch um etwa 4
Minuten langer als ein Sterntag. Der Bezugspunkt der wahren Sonnenzeit kann auch wieder durch den
Stundenwinkel ausgedriickt werden. Allerdings soll die Uhrzeit beim Meridiandurchgang der Sonne 12
Uhr betragen, daher ergibt sich die wahre Sonnenzeit als Stundenwinkel der Sonne plus 12 Stunden.

Eine Sonnenuhr zeigt die wahre Sonnenzeit an.

Die Dauer des wahren Sonnentages variiert aber jahreszeitlich. Das ist eine Folge sowohl der Exzentrizitét
der Erdbahn als auch der Schiefe der Ekliptik (die Schrigstellung der Erdachse). Zum einen werden nach
dem zweiten Keplerschen Gesetz (dem Fléchensatz) verschiedene Teile der ellipsenférmigen Erdbahn
unterschiedlich schnell durchlaufen, so daf3 auch die Sonne sich unterschiedlich schnell zwischen den
Sternen bewegt.
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{k Zum anderen wiirde aber auch bei exakter Kreis-
/ form der Erdbahn sich die Sonne nur gleichférmig
auf der Ekliptik bewegen, nicht aber ihre Pro-
jektion auf den Himmelsiquator. Im Friithjahr
Himmelsaquator e und im Herbst bewegt sich die Sonne in der
1 Néhe der Schnittpunkte zwischen Ekliptik und
\ Himmelsédquator. Thre Bewegung von Tag zu Tag
% o verlauft daher schrig zum Himmelsdquator, die
v auf den Aquator projizierte Bewegung ist folglich
x p reduziert. Im Sommer und Winter hingegen be-
2 wegt sich die Sonne nahe den Scheitelpunkten der
Ekliptik und damit parallel zum Aquator, wodurch
ihre projizierte Geschwindigkeit grof} ist.

Ekliptik 77

equinoxX

Abb.1 : Ekliptik und Himmelsdquator

Wir zeigen zuerst einmal, dass wie aus der Abbildung bereits “zeichnerisch” hervorgeht: Die Projektion
der Bewegung der ersten fiktiven Sonne - die sich gleichférmig in der Ekliptik bewegt - ist nicht mehr

gleichférmig!

Im gestrichenen Koordinatensystem K’ ist der Richtungsvektor zur fiktiven Sonne gegeben durch

cost
Zr = sint wobei t = 27 einem Jahr entspricht
0
die Umrechnung geschieht mit
1 0
et/ =¢e1=10 éy' = | cose
0 sine
Damit ergibt sich die Bahn in K:
cost
Zie =cost-é' +sint-éy’ = | sintcose
sintsine
der Tangentialvektor ergibt sich zu
—sint
g = | costcose | = |Uk|=1= const
costsine

wihrend der Betrag des projizierten Geschwindigkeitsvektors sehr wohl zeitabhingig ist:

cost —sint
Zxp=| sintcose | = U, = | costcose | = Jvg,p(0)] =cose = |vk,(n/2)]=1
0 0

Also wie oben gesagt, in der Nihe der Aquinoxen (Friihling, Herbst t ~ 0 bzw. ¢ ~ 7 ) ist die projizierte
Geschwindigkeit wesentlich geringer als in der Nihe der Sonnenwenden(Sommer, Winter)

Obige Rechnung l&sst sich auch mit Koordinatentransformationen durchfiihren:

Und zwar geschieht der Ubergang von K’ nach K durch Rotation um —e um die 2-Achse. Da KS-
Transformationen invers zu Punkttransformationen sind, hebt sich das Minuszeichen wieder auf:

1 0 0
R, =10 cose —sine
0 sine cose
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Es gilt
cost
Zk = R Zx = | sintcose
sintsine

Der Rest kann wie oben durchgefiihrt werden. (Uber Rotationsmatrizen)

Beide Effekte haben letztlich zur Folge, das die genaue Lange der etwa 4 miniitigen Korrektur zum Sterntag
schwankt. Die Schiefe der Ekliptik hat dabei den etwas groferen Einflufl. Um auf eine gleichméssiger
ablaufende Zeitskala zu kommen, definiert man eine fiktive “mittlere Sonne” (mean sun). Diese braucht
fiir einen Umlauf von Friihlingspunkt zu Friihlingspunkt genauso lange wie die wahre Sonne, soll sich
aber gleichféormig auf dem Himmelsdquator bewegen. Mittlere Sonnenzeit ist dementsprechend der
Stundenwinkel der mittleren Sonne plus 12 Stunden. Der Differenz zwischen wahrer und mittlerer
Sonnenzeit wird als Zeitgleichung bezeichnet. Wegen der Uberlagerung zweier Effekte mit unterschiedlicher
Periodenlénge (die Exzentrizitit der Erdbahn bewirkt eine Periode von einem Jahr, die Schiefe der Ekliptik
von einem halben Jahr) ergeben sich pro Jahr zwei Minima und zwei Maxima der Zeitgleichung:

~ 11.Feb “ 14.5 min
~ 14 . Mai - 4 min
~ 26.Jul - 6.4 min
~ 3.Nov ~ 16.3 min

Die Zeitgleichung bewirkt auch asymmetrische Verschiebungen von Sonnenauf- und -untergangszeiten. So
findet z.B. der fritheste Sonnenuntergang nicht bei der Wintersonnenwende am 22.Dez. statt, sondern etwa
11 Tage zuvor. Der spéteste Sonnenaufgang kommt dagegen rund 10 Tage nach der Wintersonnenwende.
Aus demselben Grund sind Vor- und Nachmittag auch bei den Tag- und Nachtgleichen am 21.Mérz und
23.September nicht gleich lang.

Mean Sun aphelion
fictitious Sun
Real Sun a. equinox

> V. equinox

perihelion

Abb. 2: Drehung der Koordinatensysteme


http://www.angsuesser.at/docs/math/pdf/3dbox-rotating/3dbox-rotating.pdf
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Also halten wir fest:

der Ekliptik)

Will man von einer Sonnenuhr die “Uhrzeit” ablesen muss man einige Korrekturen anbringen
(und zwar nicht nur Lingengradabstand zum néchsten zeitbestimmenden Meridian), sondern
etwas komplexere - sie heiflen Zeitgleichung (und haben damit zu tun, auf welcher Position
der Erdumlaufbahn man sich befindet und mit der “Schiefstellung” der Erdachse = Neigung

1 Schiefstellung der Erdachse - heliozentrisch

Koordinatensystem: Sonne im Ursprung, Ekliptik in x-y-Ebene, Wintersonnenwende bei x-Achse.

Vereinfachungen: gleichformiger Umlauf (keine “Keplerstérung” - diese Korrektur fordert eigenes Kapitel),

nur 8 Tage im Jahr (ist leicht zu korrigieren)

Sehen wir uns diese vereinfachte Simulation in Geogebra an, die nur die Schiefstellung der Erdachse
betrifft! Der Mittelpunkt der Erde M bewegt sich also mit R(cost,sint,0) - Schieberegler ¢ entspricht der

Zeit, wobei 27 rad 365 x 24 Stunden entsprechen (wobei der 365-er ungenau ist wie wir wissen). Hier

einmal das eingefrorene Bild:

ow seasonss.ggb Yo
Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe | anmeiden... |
3o | D ||t PR A O IPA NN @l
RS RN E ]
Eingabe;| [a]
> Algebra ][> Grafik [] [ 3D Grafik »] [~ Konstruktionsprotokoll =]
] [5-] (438, 7.02) ERICRIEIER
- Gerade Nr.[Name [Definition [wert [Beschriftung
@ 2, X = (1.40086, 1.42745, 0} [ dveidoryy (<os(90 -+ ¢).0.n ¥, = (059482, 0. =
2 Kegeischnit (90° - € + §)) o60386)
(140086 "
> c(() 40086, 1.02745, 0) Svektork,  (cos(e), 0, sin(e)) k, = (0.39875, 0,
= Kugel 0'91706)
@ a: (x-1.40086) + (y - 1.427¢ 6zahit t=07948
= Punkt [~
5 M = (1.40086, 1.42745, 0) s
@ 00,00 7/Punkt M 2Acos(t), sin(t), 0) M = (1.40086, 1.42745
P = (0.80603, 1.42745, 0.803
5 P = (108812, 0.76551, 0.68. 8Punkt P MV, P = (0.80603, 1.42745,
R = (077538, 0.10357, 1.362
i SU;; (-0.31274, -0.66194, 0.6¢ 9Geradea, Gerade durchMmit  a X = (1.40086,
t=0.7948 Richtung ky 1.42745, 0) + A
= vektor 10Vektor | j=(0.1,0
o
| i t
0 —
( 030075 ) oo 12Punkt 0 0=(0.0,0)
0.91706 135Strecke b Strecke [M, 0] b=2 i
~0.50482
0 14Punkt P P gedreht um Winkel (n |P' = (1.08812, 0.76551.
0.80386 +1)tuma,
~0.31274 15Vektorv,  Vektor(M, P'] Vs = (0.31274,
~0.66104 -0.66194, 0,6812)
0.6612 TePukR Py, R = (0.77538, 0.10357,
—0.31274
~0.66194 17Vektorv,  Vektor(P', R] v, = (0.31274,
0.6812 -0.66194, 0,6812)
—0.70043 18Vektorvy  Einheitsvektor von Vg = (-0.70043,
-0, mn [VektoriM, 0] -0.71372, 0)
19Punkt Pre2vg S = (0.31274, -0.6619,
~1. 40086
—1. 42145
20Vektorvs  Vektor(P' 5] Vg = (-1.40086,
= Winkel 4142745, 0)
5 p = 46.25194° 21Kugel a Kugel mit Mittelpunkt M a: (x- 1,40086)" + (y -
2665 und Radius 1
& =30° 22Kreis ¢’  gedreht um Winkel (n c'(t) = (1.40086, 1.427...
= zahl + 1)t
n=8 - .
ref = 0.7854 23Winkelp  Winkelzwischen vy vg B = 46.25194
5 t=0.7948 - -
- 24 Zahl ref ref = 0.7854 5
i 5 | 116 1078 | R T A [

) Hollenstein an der Ybbs W

Zum Konstruktionsprotokoll:

1. In den ersten 3 Punkten werden n (Anzahl der Tage im Jahr), e

@ GNU Image Manipulation F

(Erdachsenneigung) und ¢ (geograf.

Breite des Punktes am Meridian). Letztere spielt iibrigens keine Rolle wie der Artikel beweist. Aber
irgendeinen Punkt muss man ja rausgreifen - hier Breite 30°-Nord.

2. vy ist der Orts-Einheitsvektor zum Punkt P, k; der Orts-Einheitsvektor der Erdachse (zur Winter-

sonnenwende - 22. Dez.)


http://www.angsuesser.at/docs/math/pdf/sunshine/latitude.pdf
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w

. t Schieberegler fiir die Zeit (2 = 365 - 24 - 60Minuten)

4. Mittelpunkt M der Erde mit gleichméBigem Umlauf im Abstand 2 (willkiirlich - spielt keine Rolle).
Start bei der x-Achse (Wintersonnenwende)

5. Punkt P (siehe oben) auf dem Meridian m;, der zur Wintersonnenwende Sonnenhochstand hat.
Erdachse, Einheitsvektor in y-Richtung (7)
my (siche oben): Kreis ¢ mit Mittelpunkt M, Richtungsvektor j und Radius 1

Ursprung O und Strecke MO

© »®» N @

Jetzt wichtig P’ : P gedreht um die Erdachse um den Winkel (n + 1) - ¢ (um 8 Tage zu erreichen
miissen wir 9-mal drehen, weil 1 Drehung verliert wegen Erdumlauf)

10. Dasselbe im Punkt 22 des Konstruktionsprotokolls mit dem Meridian ¢

—
11. Jetzt messen wir den Winkel zwischen W und M P’ - dieser Winkel soll ein Minimum werden fiir
Sonnenhoéchstand

12. Die restlichen Schritte im Konstruktionsprotokoll sind nur dazu da diesen Winkel 8 im Punkt P’
einzuzeichnen!

Aber jetzt sehen wir uns an, wie die Schiefstellung der Erdachse die tatséichliche Tageslédnge beeinflusst.
Wir laden die Geogebra-Datei herunter. Wir vergréfiern ¢ solange bis der 1. Tage zu Ende ist (grob mit
der Maus, Feineinstellung mit Cursortasten). Dies passiert bei:

B = 46.25194° t = 0.7948

Ich habe als Referenz n/4 = ref = 0.7854 zu den Konstanten hinzugefiigt - man sieht der Sonnentag
dauert langer als “unsere Uhr” anzeigt - unsere Uhr geht gegeniiber einer Sonnenuhr vor. Bei 7/2 stimmen
sie wieder iiberein, dann geht sie nach usw. Der Unterschied betrigt

0,0094rad = 0,0094 % 8 24 % 60/(2 * ) min = 17.2345704775351 min

Zur Kontrolle jetzt die Rechnung in wxMazima:
(%i1) load(vect)$ ratprint:false$

e - Schiefstellung der Erdachse

(%i3) %epsilon:66.5%%pi/180 ,numer$

6 - geograf. Breite des rotierenden Punktes

(hid) %theta:%pi/6$
(%i5) /* Tage im Jahr: */ n:8$

Funktion liefert Spaltenvektor in homogenen Koordinaten

(%i6) colVec(v) :=matrix([v[1]], [v[2]], [v[3]],[11)$

Erstellt Translationsmatrix fiir Verschiebung um ¥

(%i7) mk_translation(v):=addrow(addcol(diagmatrix(3,1), [v[1],v[2],v[3]1]),[0,0,0,11)$

kartesische Basisvektoren

(%i8) e[1]:[1,0,0]1$e[2]:[0,1,0]18e[3]:[0,0,1]1$

Basisvektoren im “gestrichenen” System fiir Rotation um beliebige Achse — Siehe Link

(%i11)  e_s[1]:[cos(%epsilon),0,sin(%epsilon)]$ e_s[2]:[0,1,0]1$ e_s[3]:express(e_s[1] ~ e_s[2])$

Hilfsfunktion zur Konstruktion der Transformationsmatrix ins gestrichene System K’

(%i14) hli,k]:=e_s[i] . elk]$


http://www.angsuesser.at/docs/math/geogebra/seasons5.ggb
http://www.angsuesser.at/docs/math/pdf/rot-axis.pdf
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Mittelpunkt der Erde

(%i15) M:2x%[cos(t),sin(t),0]$

Einheitsvektor von M zum Punkt P (geograf. Breite 30° und hat zur Wintersonnenwende “Mittag”

(%i16)  v_1:[-cos(%pi/2 -Jepsilon+jtheta),0,sin(}pi/2 -Jiepsilon+jitheta)], numer$

P wird erzeugt

(%i17) P:M + v_1,numer$

Die Verschiebungsmatrix V fiir M wird erzeugt

(%i18)  V:mk_translation(M) ,numer;

1 0 0 2cos(t)
0 1 0 2sin(¢)
0 01 0
0 0 0 1

Funktion liefert Invers

(%018)

e einer Verschiebungsmatrix
(%i19)  inv_transl(A):=block([M:copymatrix(A)],
for i thru 3 do M[i,4]:-M[i,4],

M$

Invertierung wird auf V angewendet

(%i20)  V_inv:inv_transl(V)$

Funktion, die Matrix A in “homogene” Matrix konvertiert

(%i21) mk_hom(A) :=addrow(addcol (A, [0,0,0]),[0,0,0,1]1)%

Transformationsmatrix in K’ wird erzeugt

(%i22)  A:mk_hom(genmatrix(h,3,3))$

inverse Matrix A~1 = A? wird erzeugt

(%i23)  A_t:transpose(A)$

Rotationsmatrix (homogen) um x-Achse: Ry (Beachte: zusitzliche Rotation (n + 1))

(%i24) R_x:mk_hom(matrix([1,0,0],
[0,cos((n+1)*t) ,-sin((n+1)*t)],
[0, sin((n+1)*t),cos((n+1)*t)] ))$

Gesamttransformation wird erzeugt : T = Verschiebung nach M, neues KS K’, Rotation und zuriick!

(%i25) T:ratsimp(V . A_t . R_x . A . V_inv) ,numer$

P’ als homogener Vektor wird berechnet (P rotiert um Erdachse)

(%i26) P_s:T . colVec(P),numer$

M’ als homogener Vektor wird berechnet

(%i27) M_s:ev(colVec(M))$

I ol
M"P" wird berechnet - beachte 4. Koordinate verschwindet

(%i28) MP:ev(P_s - M_s),numer

Einheitsvektor in Richtung Sonne(S) - beachte 4. Koordinate verschwindet

(%i29) M_0:-0.5*(M_s - colVec([0,0,0]))$

- .
Funktion f(t), die jedem Zeitpunkt Winkel zwischen M’P’ und M$ zuordnet

(%i30) define(f(t),acos(M_0

Ableitung f’(t) fiir Bestimmung der Minima (roots)

(%i31)  define(f_s(t),0.2+diff (£(t),t,1))$

Bei Minima von f(#) ist Sonnenhéchststand = Mittag
(%i32)  wxplot2d([f(x),f_s(x)],[x,0,2%%pil, [y,-1.5,3.5],
[legend, "Winkel MP-MS", "Ableitung £’(t)"1)$
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5 ' Winkel MP-MS ——
Ableitung f(f)
2
1
0
1
0 1 2 3 4 5 6
(%t32) X

numerische Berechnung des 1. Minimums und Vergleich mit Geogebra!

(%i33) rti1:find_root(f_s(x),x,0.7,0.9);

(%033) 0.7948156246676737

Wert des 1. Minimums

(%134) angle_min:f(rt1)*180/%pi,numer;

(%034) 46.25193992924053

Finde alle Minima bzw. (auskommentiert) Differenzen zu Uhrzeit (noon-watch)
(%i35)  findMins(days) :=block([mins: [],noons:[], day:2+*pi/n],
for d thru days do (
mins:cons(find_root (f_s(x),x,d*day-day/20,d*day+day/20) ,mins),
noons: cons (d*day ,noons)
),
/*reverse(noons - mins)*/
reverse(mins)

)$

Liste der Uhrzeit fiir Mittag

(%136) noon_watch:makelist(2*)pi/n*i,i,1,n);
T o 37 S5 3w Tmw
17224 2
Wann auf der Uhr ist Mittag?

(%i37) noon_sun:findMins(n), numer;

(%036) [ 27

(%037) [0.7948156246676737,1.57431194190139, .. ]

Abweichungsliste

(%138) deviations:noon_watch-noon_sun, numer$

Abweichungen in Minuten umrechnen

(%139) deviations_in_minutes:n*24x60%1/(2*),pi)*deviations, numer$

alle Minima - Liste (t, f(t)) - diskreter Graph
(%i40) wil:makelist([noon_sun[i], f(noon_sun[i])],i,1,n),numer$

Wir plotten alles zusammen

(%i41)  wxplot2d([f(x), [discrete,wl]] ,[x,0,6.29], [xlabel,"Tage ab 21. Dez"],
[ylabel,"Winkel zw. MS und MP"], [legend,"Funktion", "Minima"],
[style,lines,points]);



Astronomische Sonnenscheindauer

(%t41)
(%041)

(%i42)

(%143)

(%t43)
(%043)

wxplot2d([discrete,w2]

3 —
Funktion
o Minima
< 2.5
=
= 2
)
= 15
=
[
- 1
v
£
Z 05
O i i
0 1 2 3 4
Tage ab 21. Dez
Liste fiir (T'age, Abweichung) und Graph zeichnen

w2:makelist([i, deviations_in_minutes[i]],i,1,n)$

,[x,0,n], [xlabel,"Tage ab 21. Dez"],
[ylabel,"Uhr-Mittag minus Sonnen-Mittag in Minuten"], [legend,""],
[style,points]);

Uhr-Mittag minus Sonnen-Mittag in Miny

20
15
10
5
0

5 |
10+
15
-20

3

4

5

6

Tage ab 21. Dez

Wir haben also gezeigt:

1. Die Simulation in Geogebra und Berechnung fiir n = 8 stimmen {iiberein - es kommt zu einer
Mittagverschiebung

2. Die Rechnung in wxMaxima ist leicht erweiterbar:

Hier noch der Link zur wxMaxima-Dateil

e 1 : 8 braucht nur durch n : 365 ersetzt werden und

e M(cost,sint,0) miissen wir ersetzen durch M (cos(t),sin(t),0) wobei ¥ (t) noch zu bestim-
men ist, aber es gilt sicher:

()=t P(m) =

¥(27) &~ 2w wenn wir den Ursprung ins Perihel legen


http://www.angsuesser.at/docs/math/wxmaxima/rot-axis7.wxm
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2 Ekliptik - Mittag genauer betrachtet

Im vorigen Kapitel haben wir die Funktion
_— —
ft):=2Z(MP',P'S) P’ rotierter Punkt bei ¢, M Erdmittelpunkt und S Sonne (=Ursprung)

s

MP" ist der Normalvektor der Tangentialebene in P’ - wenn f(t) ein Minimum ist, dann ist Son-
nenhjchstand! Das néchste Minimum ist auf der sonnenabgewandten Seite und erst das néichste (in ca.
24 Stunden) zdhlt wieder. Wir brauchen also von f(t) jedes zweite Minimum bzw. von f’(t) jede zweite
Nullstelle.

Genauso kénnten wir uns auch fiir die Sonnenauf- bzw. untergénge interessieren mit

OES

Falls wir nur Mittag betrachten - und das wollen wir jetzt - geht es aber einfacher (wir behalten voerst die
8 Tage im Jahr bei): Unten ist ein Bild, das P] kurz vor Mittag zeigt - M sei Position des Erdmittelpunkts,
N Nordpol und S Sonne.

Mittag ist, wenn
P| € Ebene(M, N, S) < d(Pj, Ebene(M,N,S)) =0
also der Abstand von P] zu dieser Ebene muss verschwin-

—
den. Unsere Ebene besitzt als Aufspannvektoren M N = €4

und Mg = —m, wobei €4 der Erdachsenvektor ist und m
der Ortsvektor zu Erdmittelpunkt.
Ein Normalvektor @ berechnet sich dann

—

n=m X A

und es muss also gelten

o P Bhene(M, N, 5)

Hier die Geogebra-Datei

3 Position der wahren Sonne (t)

Polarform einer Ellipse mit den Halbachsen a und b (wobei a > b) mit Koordinatenursprung im Brennpunkt
(Sonne). Fiir den Polarwinkel 1 gilt die Entsprechung 27=365, 249 - 24 Stunden

a2—/<a2

r() = a + kcos()

K= 7“{24’2 ist dabei die numerische Exzentrizitdt und ist ein Maf} (wie der Name sagt) fiir die Abweichung
von einem Kreis - es ist die Lénge, die die beiden Brennpunkte vom Mittelpunkt der Ellipse entfernt sind
im Verhéltnis zur gr3en Halbachse, klarerweise gilt € [0, 1] und ist dimensionslos

Fiir die Erdbahn gilt (mit obigen Vorbehalten): x = 0,016722, & = 78,5° und e = 23, 45°

Die Fliche A ergibt sich mit obigen Einheiten

k=V1-0¥=2b=V]1—-kr2=>A=abr=7V1— K2
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Ubrigens der kleine Wert von & zeigt, dass unsere obige Niherung so schlecht nicht war - aber wie die
obere Tabelle zeigt, eine Viertelstunde kann man schon daneben liegen, dazu kommt natiirlich noch der
Abstand vom “zeitgebenden Lingengrad”.

Wenden wir zuerst Kepler an: Der Flachenzuwachs vom Radiusvektor pro Zeit soll konstant sein! Also

A(t) = ¢ = A(t) = ¢- t 4 ¢; mit den Randbedingungen A(0) = 0 und A(27) = abr ergibt sich

1
01:0undc:§\/1—m2

dA 1
also mit Differentialen geschrieben: =c=-V1—kK? (1)

Erinnern wir uns

a .
,ri=a+ix Az und & € [x;-1, 3]

b n
/f(x)dx(:)nlgr;to(&) Ax mit Az = b-
v i=1

genauso lidsst sich zeigen, wenn r(¢) die Polarform einer Kurve darstellt, dass sich der Fldcheninhalt
ergibt zu

n P2
Afvr,b) = lim 373 (@) v = [ @) v
=t W1
also mit Differentialen geschrieben: % = % [r()]? (2)

Aus (1) und (2) lisst sich iiber die Kettenregel v)(t) gewinnen:

-1
b0 =G = aa = () o= o= Wrmeoss (L-n)”

a

Njw

diese Differentialgleichung fiir ¢ gilt es zu 16sen:

¥(t) = a(l + K cos h)?

Damit die Argumentationslinie nicht durchbrochen wird, habe ich die Diskussion iiber deren Lésung auf
einen anderen Artikel verschoben. Im Folgenden werden wir mit dieser Néherung der Lésung weiterrechnen:

P(t) =t 4+ 2ksin(t) + an sin(2t) =t + 6(¢) wobei 0(0) = §(w) =0(27) =0

5(t)

Es handelt sich also um eine gleichférmige Bewegung (uniform motion) mit einer “Stérung”.
Berechnen wir diese sich akkumulierende “Stérung” mit wxMaxima:

ntrizitit und Anzahl der Tage im Jahr werden festgelegt

Exze
(%i1) k:0.016722% year:365$
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(%hi3)
(%03)

(hi4)

(%i5)

(%i6)

ChiT)

Jetzt obige Niherungsformel fiir ) (t)

%psi(t):= t+ 2*k*sin(t)+ 5/4*k"2*sin(2%t);

b (t) ::t+2ksin(t)+gkzsin(2t)

Wie grof$ ist der Unterschied zur gleichférmigen Bewegung?

define(errorkepler(day),2*)pi/year*day-/psi(2*)pi/year*day))$

Umrechnung in Minuten und Werteliste (values) erstellen

:makelist (24*60*errorkepler(i)/(2*%pi),i,-13, year),numer$

Jetzt die Punktliste(points) fiir das Plotten erstellen

p:makelist([i,v[i+14]],1,-13,year)$
plot2d([[discrete,p] 1, [y,-10,10],
[style, [1ines]], [color, magental,
[legend,"Fehler in Minuten"]);

Fehler In Minuten

Der Graph der Zeitgleichung (nur die Keplerbewegung
betreffend) ist natiirlich

¢ — (t) = 2w sin(t) + 252 sin(2t) = 5(¢)

wobei ¢ in Jahrestage umgerechnet wird:
2T
Jahrestag n entspricht einem Winkel von t= ——n

Der Wert wird umgerechnet in Minuten also 27 entsprechen
24 x 60 x 365 Minuten

60 x 24 x 365
2w

Der Fehler schwankt also so zwischen —8 und +8 Minuten

lrad= Minuten

In der N#he des Perihelions (3. Janner) geht die “Armbanduhr” vor, der Fehler akkumuliert sich und
baut sich bis zum Aphelion wieder ab und im n#chsten halben Jahr lduft es umgekehrt.

Die Zeitgleichung (Graph) wird nun so angewendet, dass ihr Wert zur “Armbanduhrzeit” addiert wird,
um die lokale wahre Sonnenzeit zu erhalten:

7.B.: Wie grof} ist Abweichung am 4. Mérz? gerechnet wird vom 3.Janner:
28+-284-4=60 - dort betrédgt der Wert der Zeitgleichung ca. -6.5 Minuten, d.h. um 12Uhr 6.5 Minuten ist
Mittag!

4 Transformationen — Verschiedene Koordinatensysteme, verschiedene Sonnen

Wir haben es mit 4 verschiedenen Koordinatensystemen(KSe), auf die wir uns mit Nummmern als Index
beziehen

e 1 - Sonne im Ursprung, x-y-Ebene ist die Ekliptik, x-Achse zum Perihel, z-Achse normal zur Ekliptik,

sodass sich die Erde im mathematisch positiven Sinn “dreht”. In diesem System haben wir oben
() ermittelt.

e 2 - Alles wie 1, aber Ursprung ist jetzt der Erdmittelpunkt. In Abb. 2 weiter oben ist dieses KS
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schwarz eingezeichnet.
e 3 - x-Achse zum Friihlingspunkt, z-Achse durch den Nordpol

e 4 - Rotiert gegeniiber 3 um die z-Achse in 24 Stunden

Wir haben die Richtungsvektoren zu den 3 verschiedenen Sonnen

e 7, - Positionsvektor zur wahren Sonne im i-ten KS
e 1, - Positionsvektor zur fiktiven Sonne im i-ten KS

e Z; - Positionsvektor zur mittleren Sonne im i-ten KS
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