Das Kreuzprodukt

1. Das Kronecker-Symbol: 4, j € {1,2,3}

5[ 1 fallsis]
771 0 sonst

2. Seien €; die kartesischen Einheitsvektoren. Begriinde, dass gilt: €; - €; = ;5

a- E: <Z a,é}) . Zajé'j = Zaibjisij = Zaibi

4. Levi-Civita-Symbol (Epsilon-Tensor):

1 falls i,j,k eine gerade Permutation von 1,2,3
Eijk = —1 falls i,j,k eine ungerade Permutation von 1,2,3
0 falls i,j,k nicht alle verschieden

eine andere Moglichkeit wére mit den Standardbasisvektoren
€1 = (15070)7 €y = (0,1,0), €3 = (07071):

€ijk = 51 . (52 X 53)

5. Das Kreuzprodukt:

(JX g)l =C; = Zsijkaj bk
j.k

6. Das Spatprodukt:

E~(&’x5):25ijkciajbk

4,3,k

7. Epsilon-Delta-Verbindung:

§ Eijk Eimn = 6Jm (Sk:n - 6]71 5km
%

Beweis: Nimm fiir j, k, m, n einen Index an und zeige, dass 1.S. und r.S. gleich sind! (Wieviele
verschiedene Fiélle gibt es?)

Andere Moglichkeit statt “brute force”: 4 ist in obiger Summe fixiert, damit das Ergebnis nicht
verschwindet, gibt es nur mehr 2 Moglichkeiten:

(a) j = mund k = n - dann haben die Permutationen dasselbe Vorzeichen, dass Ergebnis ist
positiv oder
(b) j = n und k = m - dann haben die Permutationen verschiedenes Vorzeichen, dass Ergebnis

ist negativ

8. Wichtige Eigenschaften des Kreuzprodukts (’cross product’):

-, - -,

o A@xb)=(A\dxb)=(dxAb)
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Z a; Z Eijk O by = Z Eijk G5 aj by,
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mit €;5, = —€;4 folgt die Behauptung!

b- (@ x b) = 0 analog oben!

|@ x b| = |a@||b| sin(£(a, b))

-,

(@x b) - (@xDb)=a?— (a-b)?

Zzgijk aj bk Zeimn Am bn = Zazz b? - <Z albl) Zajbj
g,k m,n i 7 J

g

2 : § : 212 E :
Eijkgimn CLj b}C A bn = a; bi — aibiajbj
i 0,J

i,j,k,m,n

mit der obigen epsilon-delta Verbindung folgt die Behauptung!




Anwendungen von Kreuz- und Skalarprodukt

1. Fléche eine Parallelogramms oder Dreiecks mit Aufspannvektoren @ und b:

Ay =@ x bl Ap = =@ x b|

| =

2. Volumen eine Parallelepipeds ( Aufspannvektoren d, b und é, falls kein "Rechtssystem’ dann Betrag
nehmen):
Vpy=¢(@xb)=a (bxd)=b-(Zxa)
Begriindung: die obige Formel lduft auf ,,Héhe mal Grundfliche* hinaus!
Volumen einer Pyramide: 1/3 - Vi

Volumen eines schiefen Prismas mit dreieckiger Grundfléche: 1/2 - Vg
Volumen eines Tetraeders: 1/3-1/2- Vu

3. Bringe die Ebenengleichung & = &1 + Ad + p b auf Normalvektorform!

-,

Losung: Multipliziere obige Gleichung skalar mit (@ x b) !

4. Abstand eines Punktes P von Gerader g: & =21+ Aa:
Beachte: |(dp x (7 — #1))| ist die Fldche eines Parallelogramms = 1 - d(P, g)
Falls man den Fupunkt F benétigt ist man mit der Projektion von (p'— Z1) auf g besser dran:

f=@1+ | (F—21)-do |do
~——

Projektionslinge

5. Abstand eines Punktes P von einer Ebene € : 7+ (¥ — ) = 0:
d(P,e) = (F— Z1) - i

Beachte: d(P,e) > 0 falls P sich im selben Halbraum befindet wohin 7y zeigt. Im andern Fall ist
noch der Betrag zu nehmen. Damit ergibt sich fiir den Fupunkt F folgende Formel:

f=7—d(P,e)

6. Sind 2 Vektoren @ und b kollinear = (& x b) = 0

=

Sind 2 Vektoren @ und b orthogonal = (@ - b) = 0

—

To + [ b:
Losung: der Verbindungsvektor (Zo — 1) wird auf das ,,Gemeinlot“ (@ x b) projiziert:

-

7. Abstand zweier windschiefer Geraden ¢, : %4, =1 + A d g2 Tg,
a

-,

d(g1,92) = |(T2 — Z1) - (@ X b)o

Benotigt man auch die FuBBpunkte stellt man sich die Frage:
Wo ist der Verbindungsvektor der beiden Geraden (Zg, — Z,, ) kollinear zum ,,Gemeinlot* ?

(Fgy — Tg) x (@x b) =0

Beachte: dies sind 3 Gleichungen fiir A und g !



Beispiele

—

1. Zeige, dass die Vektoren @ = (2| — 3|1) und b = (—6|9| — 3) kollinear sind durch
e Losung des Gleichungssystems: Ad = b
e Ermittlung des Kreuzprodukts
2. Zeige, dass die Vektoren @ = (2[0[1), b = (—6/9] — 3) und &= (—2|9|1) komplanar sind durch
e Losung des Gleichungssystems: @ = A b+ nwe
e Ermittlung des Spatprodukts
3. Berechne d(P,¢) und den Fupunkt: P(4| — 4|7) e: 3x—2y+62=13
4. Ermittle die Gleichungen der Parallelebenen zu € : 2x + y + 2z = 7 im Abstand 1, 2, 3, ...
5. Berechne die Normalvektorform der Ebene durch A(1]1|9), B(2|0[1), C(3|1]3)
6. Berechne d(P, g) und den Fufipunkt:

-2 4
PAR2) g @=| 1 |+ 3
3 —2
7. Berechne d(g1, g2) und die Fulpunkte:
1 0 8 4
gl: =1 -9 | +A 3 go: T=1| 8 | +u 3
5 —1 4 -3

8. Gleichung der Ebene e durch P, die parallel zu g und h ist: P(—4/2|3) und

-7 4 -1 8
g: T= 5 | +A 0 h: &= 2 | +p 1
-1 -3 7 —6

9. regelméBiger Tetraeder(Methan) mit Seitenlinge a liegt im Koordinatensystem: ein Eckpunkt im
Ursprung, eine Kante positive x-Achse, eine Fliche 7; und alle z-Koordinaten der Eckpunkte sind
grofler oder gleich Null. Geben Sie die Koordinaten aller Eckpunkte an und berechne das Volumen.
Wiirde man den Tetraeder mit Wasser fiillen (er “steht” dabei auf der Grundfldche) — nach welcher
Wasserstandshohe H;/, wére das halbe Volumen erreicht? Berechne H,/; in Prozenten der Tetra-
ederhghe. (Methan: Welche Koordinaten hat das C-Atom? Wie grof sind die Bindungswinkel?)

Berechne die Antwort obiger Fragen mit Trigonometrie und mit Vektorrechnung!



trigonometrisch

e Grunddaten:

2
2_92_2 2 2 _ 2 _} 7
a (2) W =h H +<3h) —a*=>H V=3G-H-=

Wl =
N | =

e Bindungswinkel 3 (rotes Dreieck):

9 \2
T2:(H—7“)2—|—<3h> =>r a®=r*+7r*—2rfcos B = B

e Berechnung von H; /o (griines Dreieck):

2/3h, 2/3h
/7 = /7 Grunddaten einsetzen ergibt: a, = v - x
T
Vo1 . a;
§:§Gw'$1/2 mit G””:Z 3 und Hyp=H—x1/5

|mit Vektoren |

e Eckpunktskoordinaten und Volumen:

—
H,(0[0]0) Ha(al0]0) Hs (%|g\/§|o) H, (%|%\/§|H> wobei H Hy?=a?= H =

e Lage des C-Atoms:
C (g %\/§|H—T‘) und ’CH4‘ = }CHl‘ =r=C

e Bindungswinkel:

2

ga/



e Berechnung von H, ;:

e NV =Y o)

1
VARV ARV SR

Sei k der kartesische Einheitsbasisvektor in z-Richtung, dann gilt:

—_— - 1
>\H4H1(]{7)_HH1/2:>)\H_HH1/2:>H1/2_H<1\3/§>



