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Rotation einer Schachtel(Quader)

Ziel dieses Artikels ist die Darstellung einer rotierenden Schachtel mit Hilfe von Geogebra-2D. Dazu
braucht es im Wesentlichen 2 Schritte:

1. Die Darstellung der Schachtel im Kamera-System (Augen-System)

2. Die Projektion dieser transformierten Schachtel auf ein Zeichenblatt - wobei sich die Frage ergibt:
welche Flichen sind sichtbar?

Die mathematischen Grundlagen, die wir bendtigen, ist die Darstellung von Translationen, Spiegelungen
und Drehungen von Punkten bzw. Koordinatensystemen (KS). Bei diesen Abbildungen handelt es sich
um lineare Abbildungen und sie sind daher mit Matrizen darstellbar.

Zuerst zu den Drehungen. Ein guter Uberblick befindet sich in der Wikipedia.

Wichtig sind folgende Fakten:

e Passive Drehungen (also Drehung des KS) sind invers zu aktiven.
i (Ra)_l =R ,

e Drehmatrizen lassen das skalare Produkt (Winkel und Norm) invariant (Kongruenzabbildungen)
und sind daher orthogonal!

Es gilt namlich:
(AZ) -4 = (aiyz))y: = zj(aiy:) =T (A"g)

oder in Klammernnomenklatur des skalaren Produkts
(Az,y) = (z,ATy)
Mit der Eigenschaft der Invarianz des skalaren Produkts und obiger Eigenschaft ergibt sich:
(Rz,Ry) = (x,y) = (,R" Ry) = (z,y) = RTR=1

also (Ry) ™" = (Ra)”

Wir beschriinken uns im Folgenden auf den R3.

Fiihrt man homogene Koordinaten ein, lassen sich auch Translationen als Matrixmultiplikation darstellen.
Die “Umrechnung” ist trivial - man fiihrt eine 4.-te Koordinate ein und setzt sie 1.

= z
"
Alle Transformationsmatrizen leiten sich jetzt von (4 x 4) Einheitsmatrizen ab. Die fiir die Translation
lésst sich jetzt schreiben:

1 100 = z+1

) lo1 0y o y+2

“=13 T=1o 01 2|77 %43
1 000 1 1


http://de.wikipedia.org/wiki/Drehmatrix
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Auch bei den Drehmatrizen fiihrt das zu analogen Ergebnissen (hier wird €; um die z-Achse um «
gedreht):

cos(a) —sin(a) 0 O 1 cos (@)

_ [|sin(a) cos(a) 0 O -~ 10 sin ()
Rea=1"9 0 10 a=lo| T Hea=| 7y
0 0 0 1 1 1

(Hinweis: Wer die Drehmatrizen herleiten mochte, braucht sie nur unbekannt ansetzen und auf die Ba-
sisvektoren €; ansetzen mit bekanntem Ergebnis! Dadurch ergeben sich die 9 Variablen;
Ubrigens mit R, o R. g = R. o+3 ergeben sich die Summensétze der cos- und sin-Funktion! )

Was wir jetzt noch brauchen ist die Spiegelung um die y-z-Ebene M, - sie dreht das Vorzeichen der
x-Koordinaten.

Hier noch die Zusammenfassung;:

Transformationsmatrizen fur homogene Koordinaten

0 0 x| -1 0 0 0l lcos(a) —sin(c) 0 0|

T— 01 0 » M= 0 10 1 R= sinfoe] cosle) 0 O
001 z 1o 010 : 0 0 10
oo o0 1] o0 0 1/ 0 0 0 1)
1 0 0 0| [cosla) O sin(a) O]

R |0 cos(o,) —sinfa) O | 0 1 0 0
* 10 sin(a) cosla) O —sin(o) 0 cosla) O
0 0 0 1) .0 0 o 1

R, bezeichnet Drehung um x-Achse; beachte den anderen Aufbau von Ry
M, ist Spiegelung um die y-z-Ebene(x-Koord. Wechseln Vorzeichen)
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Was wir jetzt noch brauchen, um mit dem Rechnen zu beginnen, ist der Punkt, wo die Kamera (Augen)
steht: dazu verwenden wir Kugelkoordinaten (p, 6, ¢).

Die Umrechnung in kartesische Koordinaten sollte durch wiederholte Anwendung des “Pythagoras” keine
Schwierigkeit darstellen:

Kugelkoordinaten

o S~ (x,y,2)
8’/'\"; T y Hier die Losung

o= TN
1
CEETCIELC RS |

Das Augensystem wihlen wir so, dass die x 4-Achse waagrecht nach rechts geht, die y4-Achse nach oben
(wie gewohnt) und die z4-Achse von den Augen weg zum Ursprung des anderen Koordinatensystems.

Transformation ins Augensystem

Y

1) Translation

2)R,; neg; [%—Cpl
3)R,; pos; (x—8)
4) Spiegelung y-z

Beachte, dass Transformationen von KS invers sind zu Transformationen zu Punkten


http://de.wikipedia.org/wiki/Kugelkoordinaten
http://www.angsuesser.at/docs/math/pdf/3dbox-rotating/img3.png
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Hier ist einer der “springenden Punkte” in unserer Rechnung, darum schauen Sie sich die Zeichnung genau
an und versuchen Sie die einzelnen Schritte nachzuvollziehen (auf den “alten” Koordinaten-Ursprung

konze

ntrieren):

. Translation - eh klar!

Drehung um die z—Achse im Uhrzeigersinn(math. negativ) bis y—Achse im blauen Dreieck liegt.

Jetzt Drehung um die x—Achse gegen den Uhrzeigersinn bis die z—Achse auf der Verbindungslinie
der KS-Urspriinge “einrastet”

Zum Schluss das Umklappen der x—Achse (Spiegelung) - wir erhalten ein Linkssystem!

Die “Gesamtmatrix” - die das alles macht - lassen wir uns mit einem CAS berechnen. Ich habe wxMazima

verwe

ndet: zum einen ist es kostenlos, zum anderen fiir meine Zwecke vollkommen ausreichend und fiir

jede Plattform (ich arbeite seit 20 Jahren fast ausschlieflich auf LINUX) erhéltlich.

Chi)

(%o01)

(hi2)

(%02)

(%hi3)

(%03)

Rotationsmatrix um z-Achse mit o
R_z:matrix([cos(%alpha),-sin(%alpha),0,0],
[sin(%alpha),cos(%alpha),0,0],
[0,0,1,0],
[0,0,0,11);
cos(a) —sin(a) 0 O
sin(a) cos(a) 0 O
0 0 1 0
0 0 0 1

Rotationsmatrix um x-Achse mit o

R_x:matrix([1,0,0,0],
[0,cos(%alpha),-sin(%alpha),0],
[0,sin(%alpha),cos(%alpha),0],
[0,0,0,11);

0 0
cos (@) —sin ()
sin (o)  cos ()
0 0

OO O
_ o O O

Rotationsmatrix um y-Achse mit o

R_y:matrix([cos(%alpha),0,sin(%alpha),0],
[0,1,0,0],
[-sin(%alpha),0,cos(%alpha),0],
[0,0,0,11);

cos(a) 0 sin(a)
0 1 0

—sin(a) 0 cos(a)
0 0 0

_— o O O
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Chid)

(%04)

(hib)

(%05)

(hi6)

ChiT)

(hi8)

(hi9)

(%09)

(%110)

Translationsmatrix um Vektor (x.T, y_T, z_.T)
T:matrix([1,0,0,x_T],
[0,1,0,y_T1,
[0,0,1,2z_T],
[0,0,0,11);

1 0 0 z=T
01 0 yT
0 0 1 =zT
000 1

Spiegelungsmatrix um y-z-Ebene

M_yz:matrix([-1,0,0,0],
[0,1,0,0],
[0,0,1,0],
[0,0,0,11);

-1 0 0 O
0 1 0 0
0 01 0
0 0 01

Wir setzen die entsprechenden Werte fiir x_T, y_T und z_T ein

x_T:%rho * sin(%theta) * cos(Jphi)$

y_T:%rho * sin(Ytheta) * sin(%phi)$

z_T:%rho * cos(Ytheta)$

Evaluieren T mit diesen Werten neu und invertieren wegen KS-Transformation

A: invert(ev(T));

1 0 0 —cos(¢) psin(0)
0 1 0 —sin(¢) psin(6)
0 0 1 —pcos (0)

0 0 O 1

Setzen fiir a in R ein - Invertierung entfillt - hebt sich mit math. negativ auf!

%alpha:%pi/2 - Y%phi;

(%010) g-¢

(hi11)

(%011)

B: ev(R_2);

sin(¢)  —cos (¢)
cos (@) sin(¢)
0 0
0 0

O = OO
= o o o



3D-Box

beide Transformationsmatrizen werden multipliziert und vereinfacht

(%i12) BA:B . A;

sin(¢) —cos(¢) 0 0
cos <¢) sin (¢) 0 —sin (¢)2 psin (9) _ cos (¢)2 psin (9)
e 0 0 1 —pcos ()
0 0 0 .
(%i13) BA:trigsimp(BA);
sin(¢) —cos(¢) 0 0
cos(¢) sin(¢) 0 —psin(6)
(%013) 0 0 1 —pcos(6)
0 0 0 1

dieselbe Prozedur mit R, - wir nehmen o = 0 — 7 und ersparen uns so die Invertierung!

(%i14) ‘alpha:jtheta - %pi;

(%014) 0 —

(%115) C:ev(R_x);

1 0 0 0
0 —cos(f) sin(d) 0
(%015) 0 —gin (9) —COS (0) 0
0 0 0 1
(%i16) CBA: C . BA;
sin (¢) —cos (¢) 0 0
(%o16) | 005 (#) cos(6)  —sin (g) cos (6)  sin (6) 0
’ —cos (¢) sin(f) —sin(¢) sin(f) —cos(0) psin (0)2 + pcos (9)2

(%i17) CBA:trigsimp(CBA);

) s (0) —sin(h) ob(®) sm(®) 0
—cos (¢) cos —sin (¢) cos sin 0
(%017) | _os(6) sin (8) —sin (6) sin () —cos () p

0 0 0 1

Zum Schluss noch die Spiegelungsmatrix - beachte Spiegelungsmatrizen sind ihre eigenen Inverse!

(%i18) Tr:M_yz . CBA;

—sin () cos (¢) 0 0

—cos (¢) cos(f) —sin(¢) cos(f) sin(d) 0

(%018) —cos (¢) sin () —sin(¢) sin(f) —cos(0) p
0 0 0 1

—sin (¢) cos (¢) 0
—cos (¢) cos () —sin (¢) cos(f) sin(0)
—Cos (d)g sin (f) —sin (d)g sin (0) —cog, (0)

Tr =

_Y O O

Hier endlich das Endergebnis - 1 Matrix fiir Alles!



3D-Box

Damit wére der erste Teil - Darstellung der Schachtel im Augensystem - erledigt.

Bleibt die perspektivische Projektion der Augenkoordinaten auf das Zeichenblatt - das ist allerdings nur
mehr eine Angelegenheit von “Ghnlichen Dreiecken”. Schauen wir uns dazu die folgende Zeichnung an:

Berechnung der Bildschirmkoordinaten

D ... Schirmabstand von x-y-Ebene

So noch ein paar Worte zur Sichtbarkeit einer Fliche:

Wie man auf der Zeichnung sehen kann, ist eine Fliche nur
dann sichtbar, wenn der Winkel zwischen dem Vektor &
und dem Normalvektor der Fliche (nach auBlen) spitz ist!
& beginnt bei einem beliebigen Punkt der Fliche (giinstig
ist ein Eckpunkt - der gilt gleich fiir mehrere Fliichen) und
der Augenposition. Bilden die Schachtelkanten ein Basis-
Dreibein gilt 779 = +€; und damit:

Das schwarze KS sei unser Augensystem, der
rote Pfeil ist ein Sehstrahl zu einem Punkt
P(xzp,yp, zp) der Schachtel. Die blaue Fliche
(D-Einheiten Abstand parallel zur z-y-Ebene)
sei das Zeichenblatt(Schirm). Was sind die Ko-
ordinaten (zg, yg) dieses Punktes am Schirm?
Aus den dhnlichen Dreiecken ergibt sich:

cs=2ep cefny
zp

Fir 0 < D < zp ergibt sich eine Verkleine-
rung.

cos 6 cosp
+é;- |p| sinfsing | —p| >0
cosf

Da bei den €; nur jeweils 1 Koordinate nicht verschwin-
det, entsteht eine skalare Sichtbarkeitsbedingung, die man
in Geogebra bei den Eigenschaften des Polygons eintragen
kann!

Hier nocheinmal die Zusammenfassung der Implementation

in Geogebra

Hier die “fertige” Datei zum Ausprobieren - (Geogebra

muss auf ihrem Computer installiert sein!)


http://www.angsuesser.at/docs/math/pdf/3dbox-rotating/geogebra-impl.pdf
http://www.angsuesser.at/docs/math/pdf/3dbox-rotating/geogebra-impl.pdf
http://www.angsuesser.at/docs/math/pdf/3dbox-rotating/rotation.ggb

